Пример 4. 
Отсутствие оптимального управления. 2.

Рассматривается задача оптимального управления с закрепленным конечным состоянием: требуется найти такое управление, которое переводит систему из одного известного состояния в другое и доставляет минимум некоторому функционалу. Для таких задач также можно установить необходимое условие оптимальности в форме принципа максимума, причем для сопряженного уравнения краевые условия не задаются, а для уравнения состояния получаются два краевых условия.

В процессе анализа принципа максимума находится его единственное управление. Однако неожиданно выясняется, что существует допустимое управление, на котором минимизируемый функционал принимает еще меньшее значение. Чрезвычайно удивительным является и тот факт, что остаточный член в формуле приращения минимизируемого функционала равен нулю, что как будто свидетельствует о достаточности условий оптимальности, в то время как наличие неоптимального решения принципа максимума напротив говорит об отсутствии достаточности. Причиной столь удивительных результатов является неразрешимость оптимизационной задачи, а также то обстоятельство, что найденное управление доставляет локальный, а не глобальный максимум соответствующей функции. 

4.1. Постановка задачи

Пусть состояние системы вновь описывается задачей Коши 
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Управление  u = u(t)  выбирается из множества из такого множества функций, для которых решение х задачи (4.1) удовлетворяет равенству
                                                 х(1) = 1 .                                            (4.2)
Критерий оптимальности имеет следующий вид:
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Ставится следующая задача оптимального управления:

Задача 4. Найти управление u(U , которое доставляет минимум функционалу  I  на множестве U.

Отличительной особенностью задачи 4 от всех предыдущих является наличие условия (4.2), т.е. фиксированного конечного состояния. Для задач такой природы необходимо, прежде всего, модифицировать схему вывода принципа максимума.

Замечание 4.1. Отметим также то обстоятельство, что критерий оптимальности, который не зависит от состояния системы. В этой связи может создаться впечатление, минимизируемый функционал вообще не имеет отношения к системе (4.1). Более того, казалось бы, минимум функционала тривиален и равен единице, причем достигается он на единственном управлении, тождественно равным нулю. Однако соответствующее состояние системы, определяемое из задачи (4.1), также являющееся нулевым, а значит, не удовлетворяет граничному условию (4.2) Следовательно, нулевое управление заведомо не является допустимым, а значит, никак не может быть решением задачи 4. 

4.2. Принцип максимума для систем 
с закрепленным конечным состоянием 

Рассматривается система, описываемая уравнением  
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 ,   х(0) = х0                           (4.3)       
с дополнительным условием 

                                       х(Т) = х1 .                                                   (4.4)

Управление  выбирается из некоторого множества U. В качестве критерия оптимальности выбирается функционал
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Задача 4'. Найти такую функцию u из множества U, которая минимизирует на этом множестве функционал I. 

Замечание 4.2. Конечно, для вывода принципа максимума требуется указать структуру множества U. Однако в данном случае мы не гонимся за строгостью, а хотим лишь установить форму необходимых условий оптимальности для задачи с закрепленным конечным состоянием.

Замечание 4.3. Строго говоря, мы даже не знаем, существует ли хотя бы один элемент множества U, переводящий систему из одного заданного состояния в другое. Эти вопросы составляют проблему управляемости системы, рассмотрение которых не входит в наши планы. 

Предположим, что функция u является оптимальным управлением, т.е. справедливо неравенство

                                (I  =  I(v,y) – I(u,x) ( 0 ,                           (4.5)
где х – оптимальное состояние системы, а v – произвольное управление из множества U, для которого соответствующее состояние у удовлетворяет соотношениям (4.3), (4.4).

Замечание 4.4. В данном случае мы игнорируем вопрос о том, как найти управление, являющееся элементом множества U и переводящее систему из одного известного состояния в другое.

Как и в предшествующем случае вводятся функционал
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и функция 
H(t,u,x,р)  =  р f(t,u,x) – g(t,u,x) .

Тогда из условия (4.5) следует неравенство

(L  =  L(v,y,р) – L(u,x,р) ( 0  ( р 
аналогичное (0.5). Выполняя те же преобразования, что и при выводе принципа максимума для задачи со свободным конечным состоянием, приходим к соотношению
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с сохранением всех принятых ранее обозначений. 

Замечание 4.5. Единственное отличие от установленной ранее формулы приращения минимизируемого функционала связано с отсутствием в остаточном члене  величины, характеризующей состояние системы в конечный момент времени. Это объясняется тем обстоятельством, что конечное состояние системы фиксировано, а значит, заведомо не может входит в критерий оптимальности.

Учитывая произвольность функции р, будем считать, что она удовлетворяет сопряженному уравнению
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Тогда справедливо неравенство
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совпадающее (с точностью до свойств функции v) с условием (0.10). Завершающая стадия вывода условий оптимальности осуществляется по уже известной схеме, а итогом оказывается принцип максимума

      
[image: image9.wmf][

]

[

]

 

)

(

),

(

,

,

max

 

 

   

)

(

),

(

),

(

,

t

р

t

x

w

t

H

t

р

t

x

t

u

t

H

U

w

Î

=

,  t((0,Т) .     (4.7) 

Таким образом, справедливо следующее утверждение:

Принцип максимума. Для того чтобы управление u было решением задачи 0', необходимо, чтобы оно удовлетворяло условию максимума (4.7), где х удовлетворяет соотношениям  задачи (4.3), (4.4), а р – уравнению (4.6).

На первый взгляд, полученная система условий оптимальности заведомо не корректна. С одной стороны, задача относительно функции состояния является переопределенной: для дифференциального уравнения первого порядка задается сразу два краевых условия. С другой стороны для сопряженного уравнения вообще отсутствуют какие-либо дополнительные условия. Однако в действительности мы рассматриваем систему двух уравнений первого порядка, для которой имеется ровно два краевых условия. В этой связи приведенные условия оптимальности не включают в себя ничего противоестественного. 

Вывод 4.1. Для решения задачи оптимального управления с закрепленным конечным состоянием можно воспользоваться принципом максимума.

4.3. Приближенное решение условий оптимальности для задачи с фиксированным конечным состоянием 

Мы убедились, что для решения задачи оптимального управления с фиксированным конечным состоянием также можно воспользоваться принципом максимума. Однако возникает вопрос, каким образом может быть найдено на практике решение полученных условий оптимальности? Дело в том, что недоопределенность сопряженной системы не позволяет организовать метод последовательных приближений так, это делалось в задаче оптимального управления со свободным конечным состоянием. 

Для приближенного решения системы условий оптимальности (4.3), (4.4), (4.6), (4.7) можно воспользоваться, например, методом стрельбы, согласно которому вводится дополнительное условие

                                              р(0) = а ,                                       (4.8)

где а – неизвестный числовой параметр. Предположим, что из условия максимума (4.7) удалось выразить управление, как функцию от х и р. Тогда, задавая некоторое значение числа а и решая задачу Коши (4.3), (4.6), (4.8), можно найти функции х и р, естественно, зависящие от а. Тогда для каждого числа а можно определить функцию F = F(a) , определяемую по формуле F(a) = x(T) – x1 , где x(T) есть значение функции х = x(t) , соответствующей данному значению параметра а, в точке  t = T . Для справедливости условия (4.4) требуется подобрать параметр а таким образом, чтобы выполнялось равенство

                                              F(a) = 0 .                                        (4.9)

Соотношение (4.9) можно понимать как нелинейное алгебраическое уравнение относительно параметра а. Для его приближенного решения можно воспользоваться каким-либо итерационным методом. В качестве такового можно выбрать, например, метод простой итерации, характеризуемый соотношением

                            ak+1  =  ak  – (k F(ak) ,  k = 0,1, … ,                     (4.10)

где (k – некоторый итерационный параметр. 

Практическая реализация описанного алгоритма сводится к следующему. Сначала задается начальные приближения управления и параметра а. Затем в процессе решения задачи Коши (4.3), (4.6), (4.8) находятся соответствующие функции х и р, что позволяет определить значение функции F. Далее из условия максимума (4.7) при полученных значениях х и р находится очередное приближение управления. Новое приближение числа а вычисляется по формуле (4.10). Расчеты продолжаются вплоть до получения желаемой степени точности.
Вывод 4.2. Для практического решения условий оптимальности в задаче оптимального управления с закрепленным конечным состоянием можно воспользоваться алгоритмом, основанном на методе стрельбы.

Замечание 4.6. Естественно, при этом возникает проблема сходимости описанного итерационного процесса. Однако аналогичные вопросы возникают для любых приближенных методов, в частности, и для метода последовательных приближений в задаче оптимального управления со свободным конечным состоянием. В то же время практический опыт показывает, что в задачах с закрепленным конечным состоянием итерационные процессы сходятся хуже, чем для задач со свободным конечным состоянием.

4.4. Условия оптимальности для задачи 4

Установим необходимые условия оптимальности для рассматриваемого примера. Определим функцию 

H =р u  – 
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В соответствии с принципом максимума оптимальное управление удовлетворяет соотношению 
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где р есть решение сопряженного уравнения 
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 Итак, для нахождения оптимального управления мы имеем систему условий оптимальности (4.1), (4.2), (4.11), (4.12). Прежде всего, обращая в нуль производную от функции Н, получаем соотношение 
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Из уравнения (4.12) следует, что р является константой. Тогда последнее равенство записывается в виде 
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где с есть некоторая константа. 

Соотношение (4.14) представляет собой нелинейное алгебраическое уравнение. Его решением, как будто, может служить исключительно константа (возможно, не единственная), которую обозначим через с1 . Это объясняется тем обстоятельством, что время вообще никак не фигурирует в соотношении (4.14). 

Подставляя указанное значение управления в условия (4.1), находим функцию  х(t) = с1 t . Полагая здесь  t = 1 , определяем значение константы  с1 = 1 . Таким образом, существует единственное решение условий оптимальности – постоянная функция  u0 = 1 .
Вывод 4.3. Существует единственное постоянное управление u0 , для которого производная от функции Н обращается в нуль.

Значение u0 мы получили, обратив в нуль производную от функции Н. Однако пока еще не ясно, действительно ли это управление доставляет максимум Н ? Найдем вторую производную
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Очевидно, для управления u0 вторая производная от функции Н отрицательна. Таким образом, мы действительно имеем дело с точкой максимума этой функции. Итак, тройка функций  

u0(t) = 1 ,  x0(t) = t ,  p0(t) = 2-7/4 .

Последнее значение определяется из равенства (4.13) при  u = u0 .
Вывод 4.4. Система условий оптимальности (4.1), (4.2), (4.8), (4.9) имеет единственное решение  u0 , х0 , р0 .

Замечание 4.7. Вообще-то, у нас есть некоторые основания усомниться в справедливости последнего вывода, что, в свою очередь, может поставить под сомнение и отдельные последующие рассуждения. Однако не будем спешить с выводами и продолжим наши исследования. Истина со временем будет раскрыта.

Теперь нам предстоит выяснить, действительно ли найденное управление является решением рассматриваемой задачи? 

4.5. Прямой анализ задачи 4

Обратимся к прямому исследованию задачи. Очевидно, подынтегральное выражение минимизируемого функционала никак не меньше единицы. В результате мы получаем оценку снизу критерия оптимальности.

Определим последовательность управлений (см. рис. 13)
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Рис. 13. Минимизирующая последовательность в задаче 4.

Соответствующая последовательность состояний системы имеет вид (см., рис. 14) 
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Рис. 14. Последовательность состояний в задаче 4.

Очевидно, справедливо равенство  xk(1) = 1 , т.е. для состояний системы, соответствующих определенной выше последовательности управлений, выполняется краевое условие (4.2) (собственно, этим обстоятельством в значительной степени обусловлен выбор этой последовательности). Таким образом, мы имеем дело с допустимыми управлениями.

Найдем соответствующие значения функционала
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Очевидно, последовательность {Ik} является монотонно убывающей, причем при  k ( (  имеет место сходимость  Ik ( 1 . Итак, не существует управления, на котором данный функционал принимает значение меньше единице, но существует последовательность управлений, обеспечивающих перевод системы в заданное состояние, на которых функционал сходится к единице.

Вывод 4.5. Нижняя грань минимизируемого функционала на множестве управлений, обеспечивающих перевод системы в заданное конечное состояние, равно единице.

Ранее мы определили единственное решение принципа максимума u0 . Естественно предположить, что именно на этом управлении функционал достигает своего минимума, равного единице. Однако очевидно, справедливо равенство 
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Мы приходим к следующему парадоксальному выводу:

Вывод 4.6. Значение минимизируемого функционала на единственном найденном решении u0 больше его нижней грани на множестве управлений. 

4.6. Отсутствие оптимального управления

Неоптимальность конкретного решения принципа максимума уже не вызывает удивления. С подобной ситуацией мы сталкивались в случае недостаточности условий оптимальности. Не столь уж удивительно и отсутствия решений принципа максимума в случае неразрешимости оптимизационной задачи. Парадоксальность данной ситуации состоит в том, что оказывается не оптимальным единственное решение принципа максимума. 

По определению необходимым называется такое условие оптимальности, которому непременно удовлетворяет любое оптимальное управление. Неоптимальность единственного решения принципа максимума возможна исключительно в том случае, когда оптимизационная задача вообще не имеет решения. Действительно, если бы оптимальное управление существовало, то оно обязательно удовлетворяло принципу максимума. Однако его единственное решение u0 заведомо не оптимально.

Вывод 4.7. Задача 4 не имеет решения.

Данная ситуация гораздо опаснее той, с которой мы столкнулись при исследовании задачи 3. Там задача оптимального управления не имела решения, но и принцип максимума не имел решения. Очень часто мы вынуждены решать прикладную оптимизационную задачу, не имея возможности доказать существование ее решения. Столкнувшись с явными неприятностями, наблюдая на практике явную расходимость алгоритма, мы вправе заподозрить, что, возможно, дело здесь не в алгоритме, а в постановке задачи. В данном случае численный алгоритм, скорее всего, выведет нас на управление u0. Дополнительный анализ может показать, что других решений задача не имеет. В этих условиях мы, как будто, вправе сделать вывод, что оптимальное управление уже найдено… К сожалению, это далеко не так. Неверное заключение способно окончательно подорвать доверие к теории оптимального управления. В действительности, же методы оптимизации прекрасно работают, но не в условиях отсутствия оптимального управления.

Вывод 4.8. Единственное решение принципа максимума может быть не оптимальным в случае неразрешимости оптимизационной задачи.

Возникает вопрос, можем ли мы доказать напрямую отсутствие оптимального управления? Очевидно, если нижняя грань минимизируемого функционала (т.е. единица) достигается, то управление должно быть непременно равно нулю. Однако соответствующее решение задачи (4.1) также будет равно нулю, а значит, никак не может удовлетворять краевому условию (4.2). Таким образом, то единственное управление, на котором функционал достигает своей нижней грани, не может перевести рассматриваемую систему в заданное конечное состояние, а значит, не является допустимым.  

Вывод 4.9. Не существует управления, которое переводит систему (4.1) в заданное конечное состояние и доставляет при этом минимум функционалу.

Естественно задаться вопросом, что твориться с определенной выше минимизирующей последовательностью {uk}? Ее норма в пространстве  Lp(0,1)  функций интегрируемых со степенью р равна
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Очевидно, при р>1 последовательность {uk} не является ограниченной. Эта последовательность никак не может сходиться, а, тем более, давать в пределе оптимальное управление, которое к тому же и не существует.

Замечание 4.8. Рассматриваемая последовательность ограничена в пространстве L1(0,1) . Однако, к сожалению, в этом пространстве не работает критерий компактности Банаха – Алаоглу. При этих условиях сам факт ограниченности последовательности не дает нам серьезной информации о ее поведении. 

Последний результат наводит на определенные мысли. Во всех предыдущих примерах мы имели дело с ограниченными последовательностями. Это свойство в значительной степени было обусловлено ограниченностью множества допустимых управлений. В данном случае ситуация иная. Возникает вопрос, не вызвано ли отсутствие оптимального управления неограниченностью множества допустимых управлений? Очевидно, дело всё-таки не только в этом. В частности, функция одной переменной, например, обычная парабола, может достигать своего минимума (нуля) на всем множестве действительных чисел, т.е. в неограниченной области. Однако далеко не ясно, можно ли доказать разрешимость оптимизационной задачи в отсутствии ограниченности множества допустимых управлений? Эта проблема определяет направление нашего дальнейшего исследования.
4.7. Оптимизационные задачи в отсутствии 
ограниченности множества допустимых управлений

Нам предстоит вновь вернуться к доказательству общей теоремы существования оптимального управления и попытаться установить аналогичный результат в отсутствии информации об ограниченности множества допустимых управлений. Обратим внимание на то обстоятельство, что ограниченность этого множества нами использовалось с единственной целью – доказать, что минимизирующая последовательность ограничена. Таким образом, мы добьемся желаемой цели, если сумеем получить аналогичный результат, не обращаясь к свойствам множества допустимых управлений.

Оказывается, что необходимый результат можно установить при некоторых дополнительных ограничениях на минимизируемый функционал. Итак, пусть выполняются все условия теоремы 4 за исключением ограниченности множества допустимых управлений, т.е. речь идет о минимизации ограниченного снизу выпуклого полунепрерывного снизу функционала I на выпуклом замкнутом, но не обязательно ограниченном подмножестве U гильбертова пространства V. С другой стороны, будем требовать дополнительно, что рассматриваемый функционал является коэрцитивным. Это означает, что для любой последовательности {uk} такой, что при  ||uk|| ( (  выполняется условие 
I(uk) ( ( . 
Как и раньше, существует минимизирующая последовательность, т.е. такая последовательность элементов {uk} множества U, что имеет место сходимость I(uk) ( inf I(U) . Предположим, указанная последовательность не является ограниченной, что предполагает выполнение условия  ||uk|| ( ( . Тогда в силу коэрцитивности функционала должно выполняться соотношение  I(uk) ( ( . Однако функционалы на минимизирующей последовательности сходятся к соответствующей нижней грани, но никак не к бесконечности. Следовательно, наше предположение о неограниченности последовательности {uk} оказывается не верным. Установив ограниченность минимизирующей последовательности, мы можем повторить все дальнейшие рассуждения из доказательства теоремы 4 и установить существование оптимального управления.

Вывод 4.10. Существование оптимального управления может быть установлено и в отсутствии ограниченности множества допустимых управлений.

Замечание 4.9. В условиях коэрцитивности функционала мы можем установить ограниченность минимизирующей последовательности. Однако отсюда не следует, что норма любого допустимого управления должна быть ограниченной. В условиях неограниченности множества допустимых управлений это заведомо не так.

 Полученные результаты можно сформулировать в виде теоремы:

Теорема 5. Задача минимизации ограниченного снизу выпуклого полунепрерывного снизу коэрцитивного функционала на выпуклом замкнутом подмножестве гильбертова пространства имеет решение.

Для того чтобы убедиться в эффективности этого утверждения, рассмотрим еще один пример. 

Задача 4". Необходимо найти функцию  u = u(t) , которая минимизирует функционал 
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в пространстве функций, интегрируемых с квадратом, где  х  есть решение задачи
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Замечание 4.10. Рассматриваемая задача фактически отличается от рассмотренной ранее задачи 0 лишь отсутствием ограничений на управление.

Поскольку в данном случае множество допустимых функций совпадает со всем пространством L2(0,1) , для доказательства существования оптимального управления нельзя воспользоваться теоремой 4. Покажем, что рассматриваемый функционал является коэрцитивным. Действительно, пусть задана неограниченная последовательность  {uk}, т.е. выполняется условие  ||uk|| ( ( . Найдем значение 
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где хk есть состояние системы, соответствующее управлению uk . Тогда имеет место сходимость I(uk) ( ( , т.е. функционал I действительно является коэрцитивным. Учитывая, что все прочие условия теоремы 5 выполняются, установим, что задача 4" имеет решение.

Вывод 4.11. Задача 4" разрешима.

Замечание 4.11. Ранее мы установили, что задача 0 имеет своим решением функцию, тождественно равную нулю. Естественно, это управление будет решением и задачи 4", поскольку минимизируемый функционал принимает на нем (и только на нем) нулевое значение, а отрицательные значения функционала не возможны.

Итак, отсутствие ограниченности множества допустимых управлений не может служить причиной неразрешимости оптимизационной задачи. Однако решение задачи 4 все-таки не существует. Нетрудно убедиться, что в данном случае вновь мы имеем дело с отсутствием выпуклости минимизируемого функционала. В частности, подынтегральная функция g в критерии оптимальности, определяемая по формуле  
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не является выпуклой (см. рис. 15).
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Рис. 15. Функция g не выпукла.

Кроме того, рассматриваемый функционал не является коэрцитивным. В частности, определенная ранее минимизирующая последовательность оказалась неограниченной. В то же время значения функционала на ней сходятся к его нижней грани, а никак не к бесконечности.

Вывод 4.12. Причиной неразрешимости задача 4 является как невыпуклость минимизируемого функционала, так и отсутствие коэрцитивности функционала.
Замечание 4.12. В примере 7 будет доказано существование оптимального управления не только при отсутствии ограниченности множества допустимых управлений, но даже и в отсутствии его выпуклости.

4.8. Принцип максимума в задаче 4

Мы вновь вернемся к исследованию принципа максимума для задачи 4. Оценим для нее остаточный член в формуле приращения функционала, который имеет вид 


[image: image28.wmf].

 

 

)

η

(

η

  

  

η

0

3

2

ò

+

=

T

dt


Поскольку как в уравнении состоянии, так и в критерии оптимальности отсутствуют нелинейные члены относительно функции состояния, заключаем, что  (2 = 0 . Наконец, в постановке задачи отсутствуют члены, которые включают одновременно управление и состояние, на основании чего приходим к заключению, что  (3 = 0 .

Вывод 4.13. Для задачи 4 остаточный член в формуле приращения функционала равен нулю.

Полученный результат в соответствии с теоремой 2 как будто означает, что принцип максимума для рассматриваемой задачи является необходимым и достаточным условием оптимальности. Более того, равенство нулю остаточного члена, а не просто его отрицательность, говорит о том, что в процессе вывода принципа максимума в принципе не может произойти потеря информации. Таким образом, принцип максимума не может давать неоптимальные управления. В то же время, как мы уже знаем, имеющееся решение u0 заведомо не оптимально. Как же можно соотнести явное наличие неверного результата с полной обратимостью всех рассуждений, имеющихся при выводе принципа максимума? Остается прийти к заключению, что в данном случае принцип максимума вообще не имеет никакого смысла, что является прямым следствием отсутствия оптимального управления. 

Действительно, мы выводили принцип в предположении, что оптимальное управление существует. На самом деле оптимизационная задача не имеет решение. Следовательно, все последующие конструкции лишены основания, что, как будто, снимает возникшее противоречие. Однако, действительно ли в отсутствии оптимального управления при условии равенства нулю остаточного члена в формуле приращения функционала принцип максимума не имеет никакого смысла? 

Предположим, что существует некая функция u, которая удовлетворяет принципу максимума (4.11) для задачи 4, т.е. справедливо соотношение 

H(u,p) ( H(v,p)  (v(U , 

где 

H =р u  – 
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а U – множество управлений, переводящих систему (4.1) в заданное конечное состояние. Интегрируя последнее неравенство, будем иметь
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Обозначив, через (х разность между состояниями системы на управлениях v и u и учитывая сопряженное уравнение (4.12), будем иметь
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Выполняя интегрирование по частям и пользуясь соотношения (4.1), (4.2), будем иметь
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Учитывая определение функции Н , приходим к неравенству 
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что означает, что значение функционала I на управлении u является наименьшим по сравнению с его значением на любом другом управлении, переводящем рассматриваемую систему в заданное конечное состояние. Это, в свою очередь, означает, что управление u является оптимальным.

Вывод 4.14. Решение принципа максимума для задачи 4 непременно является оптимальным управлением, т.е. условия оптимальность здесь являются необходимыми и достаточными.

Замечание 4.13. Собственно, этот результат является очевидным следствием равенства нулю остаточного члена в формуле приращения функционала (в том числе, теоремы 2).

В результате приходим к следующему заключению: 

Вывод 4.15. Для доказательства достаточности условий оптимальности не требуется существование оптимального управления.

Итак, с одной стороны, решение принципа максимума в задаче 4 обязано быть оптимальным управлением, а с другой, найденное ранее решение принципа максимума заведомо не оптимально. Полученные результаты заставляют нас пересмотреть некоторые выводы, которые мы легкомысленно сделали в процессе исследования условий оптимальности для поставленной задачи. 

4.9. Завершение исследования задачи

Нам предстоит вновь вернуться к рассмотрению условия максимума 
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Для начала обратимся к равенству 
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в котором, как нам известно, величина р является константой. 

Отметим, что нулевые значения функций u и р, удовлетворяющие последнему равенству заведомо не могут давать решение условий оптимальности, поскольку нулевому управлению соответствует нулевое состояние системы, что противоречит условию (4.2). Тогда полученное соотношение можно записать в виде 

                                         сu = z(u)  ,                                      (4.15)                     
где  с = 1/2р ,  z(u) = (1+u2)3/4 .

Очевидно, в зависимости от значений константы с алгебраическое уравнение (4.15) может иметь одно, два или ни одного решения. Сама константа с определяется (постоянным) решением сопряженной системы и должна быть такой, чтобы соответствующее ей управление обеспечило выполнение условия (4.2). 

Если значение с достаточно мало по модулю (на рис. 16 этот случай соответствует одному из равенств  с = с0  или  с = -с0), то уравнение (4.15), а значит, и система условий оптимальности, вообще не имеет решения. Единственное решение уравнения (4.15) реализуется для двух значений константы с – положительного с1 и отрицательного 
-с1. Положительная константа дает нам некоторое постоянное управление u0 (см. рис. 16), которому соответствует решение  x(t) = u0 t  задачи (4.1), принимающее в точке  t = 1  значение  x(1) = u0 . Тогда выполнение условия (4.2) возможно исключительно при  u0 = 1 . Следовательно, мы получили определенное ранее управление u0 . Если же справедливо равенство  с = -с1 , то соответствующее управление окажется отрицательным, а значит функция х будет убывающей, и соотношение (4.2) не сможет выполняться.
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Рис. 16. Уравнение (4.15) имеет одно, два или ни одного решения.

Теперь нам предстоит рассмотреть тот случай, константа с столь велика по модулю, что уравнение (4.15) имеет ровно два решения. Очевидно, в том случае, когда мы в качестве управления выберем одну из найденных констант, то в результате обращения к условию (4.2) мы либо вообще не получим (управление отрицательно), либо получим все то же значение u0 (управление положительно). Из этих рассуждений, как будто, следует, что определенное ранее управление u0 соответствует единственному решению условий оптимальности. Однако возможен еще один вариант, ранее нами не предусмотренный.

Не исключено, что управление является кусочно постоянным. При этом оно может принимать такие значения  u1 и u2 , которые соответствуют двум решениям уравнения (4.15), а значит, одному и тому же решению сопряженного уравнения. Как видно из рис. 16, оба эти значения должны иметь один и тот же знак. Поскольку управление, принимающее лишь отрицательные значения, обеспечивает убывание функции х, а значит, не может привести к справедливости условия (4.2), мы остановимся исключительно на положительных значениях u1 и u2 . 

Предположим, что существует такая точка ((0,1) , что имеет место равенство 
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Соответствующее решение задачи (4.1) имеет вид
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Для обеспечения справедливости условия (4.2) полагаем 

х(1)  =  (u1 – u2) + u2  = 1 , 
Отсюда можно найти значение


[image: image39.wmf]1

2

2

  

1

  

  

  

u

u

u

-

-

=

x

 ,

которое должно принадлежать интервалу (0,1). Это включение приводит к неравенству  u1 < 1 < u2  при  u1 < u2  и к соотношению  u2 < 1 < u1 при  u2 < u2 . 

Обозначим для определенности через u1 наименьшее из значений u1 и u2 . Тогда существование единственной точки , для которой управление, определяется по формуле (4.16) обеспечивает справедливость условия (4.2), возможно исключительно при выполнении неравенства  u1 < 1 < u2 . Как видно из рис. 16, это соотношение действительно имеет место, поскольку справедливо равенство  u0 = 1 . Таким образом, тройка функций, включающая в себя управление и состояние, определяемые по формулам (4.16), (4.17) при указанном выше значении , а также соответствующая им функция р, действительно дают решение системы (4.1), (4.2), (4.12), (4.13) (см. рис. 17).

Отметим, что формула (4.16) требует знания конкретных значений u1 и u2 . Они, в свою очередь, определяются однозначно из уравнения (4.15) при заданном значении параметра с. Очевидно, для любого значения  с > с1  существует единственная пара  u1 и u2 , отвечающая необходимым требования. Константа с1 может быть определена из равенства  (4.15)  при  u = u0 = 1 . В результате находим значение  с1 = 23/4. Итак, каждому из значений  с > 23/4  соответствует единственная пара положительных чисел  u1  и  u2 , определяющих в соответствии с формулами (4.16), (4.17) решение задачи (4.1), (4.2), (4.12), (4.13) (см. рис. 17).

Вывод 4.16. Система (4.1), (4.2), (4.12), (4.13) имеет бесконечное (и даже не счетное)  множество решений.
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Рис. 17. Система (4.1), (4.2), (4.12), (4.13) имеет не единственное решение.

Любопытно, что, предположив, что управление, принимающее исключительно значения  u1  и  u2 , имеет две точки, мы получаем новые решения системы (4.1), (4.2), (4.12), (4.13). Характерно, что для каждой константы  с , превышающей с1 , можно найти свою пару  u1  и  u2 , а значит новое решение указанной системы. Более того, имея одно такое решение, можно сдвинуть точки разрыва 1 и 2 таким образом, чтобы расстояние между ними осталось неизменным, а сами они принадлежали интервалу (0,1). В результате получаются новое управление с двумя точками разрыва, так же удовлетворяющее указанное системе (см. рис. 18). Наконец, не исключен вариант трех и более точек разрыва управления. 
Вывод 4.17. Сделанное ранее заключение о количестве решений системы условий оптимальности для задачи 4 нуждается в коррекции.
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Рис. 18. Решения системы (4.1), (4.2), (4.12), (4.13)
с двумя разрывами управления.

Следует отметить, что до сих пор речь шла о системе (4.1), (4.2), (4.12), (4.13). Однако далеко не очевидно, что найденные ее решения действительно удовлетворяют принципу максимума (4.11). Нам предстоит вернуться к исследованию функции
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Очевидно, при неограниченном возрастании значения u функция Н стремится к бесконечности, а значит, вообще не имеет точки глобального максимума. Найденные решения уравнения  (H/(u = 0 таким образом могут быть лишь точками локального экстремума или точками перегиба функция Н. В частности, найденное ранее управление u0 соответствует максимуму указанной функции (поскольку вторая производная от Н действительно отрицательна), но не глобальному, а локальному. 

Вывод 4.18. Управление u0 доставляет локальный, но не глобальный максимум функции Н.
А теперь нам предстоит сделать решающий вывод:

Вывод 4.19. Условие максимума для задачи 4 не имеет решения.
На основе проведенного исследования можно заключить, что условия оптимальности в форме принципа максимума в задаче 4 вообще не имеют решения. Тем самым оказывается, что рассматриваемый пример в действительности подобен предыдущему, хотя установить это подобие удалось, затратив большие усилия. Таким образом, можно сделать следующее заключение: 

Вывод 4.20. Принцип максимума для задачи 4 является необходимым и достаточным условием оптимальности.
Теперь нам не приходится удивляться тому факту, что значение критерия оптимальности на управлении u0 оказалось больше его нижней грани: в действительности это управление и не является решением принципа максимума. Итак, никаких противоречий в приведенных ранее рассуждениях не наблюдается, что позволяет завершить исследование данного примера.

4.10. Окончательные итоги

На основе проведенного анализа можно сделать следующие выводы:

1. Принцип максимума имеет смысл и для задач с закрепленным конечным состоянием.

2. В задачах с закрепленным конечным состоянием задача относительно функции состояния оказывается переопределенным, а сопряженная системы – недоопределенной.

3. Для соответствующей системы условий оптимальности можно реализовать итерационный алгоритм, основанный на методе стрельбы.

4. Существование оптимального управления может быть установлено и при отсутствии ограниченности множества допустимых управлений за счет коэрцитивности минимизируемого функционала.

5. Для доказательства достаточности условий оптимальности не требуется существование оптимального управления. 

6. Если некоторое управление доставляет локальный, но не глобальный максимум функции Н, то оно не является решением принципа максимума.
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